5. UCENIK UME DA IZRACUNA POVRSINU I ZAPREMINU VALJKA, KUPE I LOPTE U
SLUCAJEVIMA KAD NEOPHODNI ELEMENTI NISU NEPOSREDNO DATI

VALJAK
Valjak je geometrijsko telo ograni¢eno sa dva kruga u paralelnim ravnima i delom cilindri¢ne povrsi €ije
su izvodnice normalne na ravan tih krugova.

Osa valjka je prava koja prolazi kroz centre baza.

Naravno kao i do sada oznake su:

- P je povrsina valjka

-V je zapremina valjka

- B je povrsina baze

- M je povrSina omotaca

- H je visina valjka

- r je poluprecnik osnove ( baze ), onda je 2r preénik

osa valjka

Pocetne formule za povrsinu i zapreminu valjka iste su kao i formule za P i V prizme:

P=2B+M 1 V=B-H



Pre nego li sklopimo formule za P i V pogledajmo mrezu valjka:

M =2rn H H
J 2rm
@’9

Baze su ocigledno krugovi €ija je povrsina :

2
B=rr

Omotac je pravougaonik Cije su stranice visina H i obim kruga O =2r7x, pa je povrSina omotaca jednaka

M =2rmH

P=2B+M V=B-H
P=2r‘r+2recH V=rzH
P=2rz(r+ H)

Pogledajmo sada kako izgleda osni presek valjka:



2r

osni presek

2 2 2
Ovde primenjujemo Pitagorinu teoremu: D" = (27’ ) +H

Povrsina osnog preseka je Pop =2rH

Ako u tekstu zadatka kaze da je valjak RAVNOSTRAN, to znaci da mu je osni presek kvadrat i da je
H=2r

Napomenimo jo§ da valjak moZe nastati obrtanjem kvadrata ili pravougaonika oko jedne stranice ili simetrale
stranice.

ay
QO

osa rotacije(stranica) osa rotacije (simetrala stranice)
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KUPA

Kupa je oblo feometrijsko telo Cija je osnova krug, a omotac je deo obrtne konusne povrsi sa vrhom u
tacki S.

Osa kupe je prava koja prolazi kroz vrh kupe i centar osnove kupe . Ako je osa normalna na osnovu kupe rec¢
jeo

pravoj kupi, inace se radi o kosoj kupi.

osa kupe

kosa kupa

prava kupa

Obelezavanje:

- rje poluprecnik osnove( 2r je precnik osnove)
- H je visina kupe

- sjeizvodnica kupe

- B je baza (osnova)

- M je omotac

- P povrsina, V zapremina

Opste pocetne formule za povrSinu i zapreminu kupe iste su kao i formule za Pi V piramide.
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P=B+M 1 V=-B-H

Pogledajmo najpre mreZu kupe.

P=B+M V:lBH

P=r’r+srr V=—r’rH

P=rrn(r+s)

Pogledajmo i osni presek:



r

osni presek

2r-H :
Osni presek je trougao , ¢ija je povrSina: Pop = ) to jest Po =r-H
Jos trebamo paziti da ako u tekstu zadatka kaze da se radi o ravnostranoj kupi , onda je osni presek

jednakostrani¢ni trougao i vazi da je : 2r=s

Znajte da kupa moze nastati i obrtanjem pravouglog trougla oko jedne od svojih kateta:

C c=s . C b Cc=s

Obrtanje oko katete b
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SFERA (LOPTA)

Sfera je skup svih tacaka prostora podjednako udaljenih od jedne fiksirane tacke(centra sfere).
Poluprecnik sfere(r) je rastojanje bilo koje tacke sfere od centra sfere.

Lopta je oblo telo ogranic¢eno sferom.

2
P=4r'rm je formula za povr§inu lopte

_A5
B 5 Tz je formula za zapreminu lopte

Lopta nastaje obrtanjem kruga oko bilo kog njegovog precnika.
Presek lopte i bilo koje ravni je krug. Ako presecna ravan prolazi kroz centar dobija se veliki krug lopte, to

jest krug koji ima najvecu povrsinu.

N
S

rug lopte



Ako nam je zadata polulopta:

Njenu zapreminu ¢emo izracunati lako, tako §to zapreminu lopte podelimo sa 2.

polulopte 2 3

Al kod povrSine moramo biti pazljivi , jer se ona sastoji od polovine povrsine lopte i povrSine velikog kruga
lopte:

p o _lp

polulopte 2 lopte

L
2

+ I)velikikrug

polulopte
A2 2
polulopte ~— 2rim+rim
_ 2
polulopte ~— 3riz

www.matematiranje.in.rs

Evo nekoliko primera iz zbirke za pripremu male mature 2012. godine.



291. Masoguuua xyme unja je NOBPUINHA OCHORE 108T CM? Ca NOTYNIPEYHIKOM OCHORE TPAJIH YTA0
of 30". Konuko je myTa sanpeMiHa Te KyTie Beha o sanpeMiHe 0NTe NOMyNpeYHnka 3 cm?
ITpHKAXHN MOCTYTIA.

3anpeMHHA KYIE je nyTa Beha off 3anpeMHHe NOTITE.
ReSenje:

Iz povrsine osnove kupe ¢emo naci duzinu poluprecnika:

B=r'rm

108 £ =12 £

r* =108

=108 =~/36-3 = 63cm
r = 63em

s=2H

oi

e

Vrsimo dopunu do jednakostrani¢nog trouga. Visina tog trougla je r, a stranica tog trougla je 2H.

1
V. =—BH
A _aA\/g 3
A 2 2
Sad nije tesko naci zapreminu kupe: V. :i1087z- x{
SH A 2
6,35 =222 5 [H = 6eml
b V. = 216zem’
Zapremina lopte je:
v, :ir%
3
4.
V=337 V,:V, =216 £ :36 f

a odnos zapremina:

L o1 =6 =6
~

V,=36zcm’

Zapremina kupe je 6 puta veéa od zapremine lopte.




292, [TomyEpYT, UMjH je NoMynpedHur 18 cm, caBMjeH je ¥ oMoTay KYyIe.
KOMHKEa je 3anpeMuHa Kyme?
TIpPHEDEM MOCTYIIAK.

3ampeMHHA KYIE je cm’.

ReSenje:
Izradunajmo najpre povr$inu ovog polukruga. ( moZe da se tretira i kao kruzni ise¢ak sa centralnim uglom od 180°)

P 2 2
Pirnes = kruga _ 17T _ 18° 7 _ 32;7z _

2 2 2

E sad razmisljamo da je ovo omotac kupe!

Znati da je povrsina omotaca: M=162zcm” a duZina izvodnice s=18cm ( ono $to je  za ise€ak, tj. ovaj polukrug,
to je s za kupu!)
Iz omotaca kupe ¢emo naéi duzinu poluprecnika 7.

M =srr
162 =18r /£

162
r=1 [ =0am

18
Primenom Pitagorine teoreme dobijamo visinu kupe:
PP+ H =5
9 +H* =18
81+ H* =324
H* =324-81
H* =243

H =243 =\31-3 = [93cn]

E sad nije tesko naci zapreminu:
1

V=-=rrH
3

V= % 97 /? NG

vV =817-3J3

v =243723cm’ |
Zapremina kupe je 2437+/3cm’
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293. Konau je HanmpagkeH ¥ 00AHKY KVIIE Koja MMa IBa Coja.

VHYTpaLIELH CI0j je 0f MAPLMIaHa i HMa TIOTYTIPetHHE 3 Cm, a OKO Bera je coj uoxonage
medmuHe 3 cm.

Konuka je 3anpeMuHa Jend KoAaua off YOKonajle v OBOM Konauy?
TIpHKAMH NOCTYNAK.

JanpeMMHA Iea KOTaYa Off YOKOMAAE ¥ OBOM KONavy je cnt’.

ReSenje:

marcipan
Cokolada

presek kolaca po
velikom krugu

Ideja je da od zapremine cele lopte ( kolaca ) polupre¢nika 3+3 = 6 cm oduzmemo zapreminu unutrasnje lopte i na
taj

nacin dobijemo zapreminu omotaca od cokolade!

V=-n
45 45 . e ,
V= 3 nr -3 r; 7 ako izvuemo zajednicki ispred zagrade, imamo
4
V=§7r(r13—r23)
4
V=—r(6"-3
77(6-3)
4
V=§7r(216—27)

4 )/?/ 3
V=;7Z’- 9 |V =2527cm

Zapremina dela kola¢a od ¢okolade u ovom kolacu je 2527cm’ .
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294, [TpaBoyImM TPOYTao, YHje Cy KateTe a = 9 cm, b= 12 cm, poTHpa oko Katete b. Komugs je
ogHoc u3Mehy NOBpUIMHE OCHOBE M NOBPITHHE OMOTaua NodHjene Kyme?

JA0KPYKH CIOBO MCTIPE]T TAYHOT OIroBOpa.
ayl:l
6)3:4
B) 3:
r)4:
TTpHEARH MOCTYTIAK.

LE L]

ReSenje:

a=9cn

Obrtanje oko katete b
Najpre da preko Pitagore nadjemo duZzinu izvodnice s.
PP+ H =5
9* +12° =+’
81+144=s"
s? =225

s =225 >[5 = 15cm|

Sad trazimo odnos :

B:M:rZ/:sr/
B:M:r,/:s,/

B:M=r:s

B:M =9:15 skratimo sa 3

B:M=3:5
Treba dakle zaokruziti odgovor pod v) 3:5

El]ll;l
0)3:4

O

ry4:

N

N



C - - 2 i 4
295. Komxa je nmoBpMHa HajBehe nonTe Koja Moke A CTaHe ¥ KYTHjy 00MHKA Kolke HBHLe 20 cm?
[IpHEAHKH NOCTYTIA.
[oppuiMHa momTE je cmi

ReSenje:

Poluprecnik lopte je onda polovina od 20 cm, to jest r = 10cm.

P=4r'r
P=4.10"x

P=4-1007 — | P =400zcm’

Povrsina lopte je 4007zcm’.
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